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I. Введение
                   «Никогда не считай, что ты
знаешь всё, что тебе уже
больше нечему учиться».
Н.Д. Зелинский 
Сегодня мы можем наблюдать стремительные изменения во всем обществе, которые требуют от человека новых качеств. Прежде всего, речь идет о способности к творческому мышлению, самостоятельности в принятии решений, инициативности. Формирование этих качеств возлагается на образование, и в первую очередь на среднюю школу. Именно здесь должны закладываться основы развития думающей, самостоятельной личности.
Математика практически единственный учебный предмет, в котором задачи используются и как цель, и как средство обучения, а иногда и как предмет изучения. Ограниченность учителя временными рамками урока и временем изучения темы, нацеленность учителя и учащихся на достижение ближайших целей, к сожалению, мало способствует решению на уроке задач творческого характера, нестандартных задач. 
«Начала математического анализа» – единственный раздел математики изучаемой в школе, не относящийся к элементарной математике, дает возможность выпускнику средней школы не только получить представление о математическом анализе как о мощном прикладном аппарате современной математики, но и научиться, сознательно, им пользоваться при решении целого ряда задач, не поддающихся элементарным методам.

Предел, производная… Зачем их изучать? Вероятно, каждому учителю хотя бы раз задавали этот вопрос учащиеся.
Производная  может  с успехом использоваться при решении и доказательстве различных уравнений и неравенств. С помощью производной можно производить также оценку числа корней того или иного уравнения. Аппарат дифференциального счисления позволяет решать широкий класс экономических задач. Одной из важнейших областей приложения понятия производной являются экстремальные задачи. 
 Большую часть своих усилий человек тратит на поиск наилучшего, или как часто говорят, оптимального, решения поставленной задачи. Как, располагая определёнными ресурсами, добиться наиболее высокого жизненного уровня, наивысшей производительности труда, наименьших потерь, максимальной прибыли, минимальной затраты времени – так ставятся вопросы, над которыми приходится думать каждому члену общества. 
Данная тема в школьном курсе математики недостаточно раскрыта. Так на профильном уровне на тему «Производная и ее применение» отводится 25-30 часов в зависимости от автора учебника. А в классах, где математика изучается не на профильном уровне количество часов сокращено до минимума. В то же время, актуальность этой темы очень высока, так как решение многих практических задач сводится к нахождению наибольшего и наименьшего значений. 
Размеры школьного учебника, количество часов, выделяемых на изучение темы, не позволяют показать в полном объеме все многообразие задач, требующих для своего решения функционального похода, научить учащихся глубоко понимать и использовать свойства функции. Проблема в том, что изучение данной темы вызывает трудности, а решение оптимизационных задач посильно не многим. Встречаясь в жизни с такими задачами не только дети,  но взрослые, не могут их правильно решить.
Поэтому цель данной работы показать, как в некоторой степени можно решить данную проблему с помощью кружковой работы, также систематизировать методический материал по данной теме из различных пособий в помощь учителю.
II. Анализ учебников

Исходя, из требований стандарта можно сделать вывод, что учащиеся должны владеть элементарными навыками математического моделирования и в частности, уметь применять математический аппарат при решении задач на отыскание наибольших и наименьших значений различных величин при заданных условиях. Таким образом, реализуется прикладная направленность обучения математике, и осуществляются межпредметные связи с другими дисциплинами. В первую очередь учащиеся должны владеть универсальным методом решения задач на оптимизацию, методом, включающим в себя построение некоторой функции и отыскание ее экстремумов с помощью производной. Рассмотрим, как данную тему вводят  авторы школьных учебников алгебры. Если рассматривать серию учебников под редакцией  С. М. Никольского, то уже в 7 классе  учащиеся первый раз сталкиваются с задачами на экстремум при изучении координатной прямой. Здесь им приходится решать задачи на нахождение наибольшего и наименьшего числа на взятом промежутке, нахождение наибольших и наименьших значений функций на отрезке. Вот пример одной из таких задач: Укажите наибольшее число, принадлежащее промежутку:  а) [-15; -11]; б) [5; 7); в) (5; 7). Так же в 7 классе при изучении  темы «Линейная функция» вводится само понятие наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке. В 8 и 9 классах учащиеся продолжают сталкиваться с задачами на нахождение наибольшего и наименьшего значения при изучении квадратичной функции, обратно пропорциональной  функции  (8 класс) и при изучении темы «Неравенства» и «Системы неравенств» (9 класс). В 10-11 классах рассматриваются вопросы исследования функций, здесь же вводятся понятия наибольшего и наименьшего значения. В 11 классе  посвящает теме целый параграф под названием «Применение производной для отыскания наибольших и наименьших значений величин», который состоит из 2 пунктов: Отыскание наибольшего и наименьшего значений непрерывной функции на промежутке; задачи на отыскание наибольших и наименьших значений величин. Но как уже было сказано выше, количество часов отведенных на данную тему, не достаточно для рассмотрения задач практической направленности. Поэтому данную тему можно вынести для более глубокого изучения на кружковые занятия.
III. Кружок – мой помощник
Кружок «Избранные вопросы математики» рассчитан на 70 часов – 35 час в 10 классе и 35 часов в 11 классе. Один из разделов кружка позволяет рассмотреть вопросы, связанные с темой «Производная и ее применение».
Данная тема рассчитана на 16 часов. Включенный в программу материал может применяться для разных групп школьников вследствие своей практической направленности. Выявление степени достижения учащимися промежуточных и итоговых результатов производится благодаря использованию практикумов, самостоятельных работ, тестов. 
Данный курс дополняет базовую программу, и рассчитан в первую очередь на учащихся, желающих расширить и углубить свои знания по алгебре, качественно подготовиться к ЕГЭ. Он поможет школьникам систематизировать полученные на уроках знания и открыть для себя новые методы их решения, которые не рассматриваются в рамках школьной программы.
При составлении программы кружка, я изучила много учебно-методического материала по данной теме. За основу взяты: учебник для общеобразовательных учреждений по алгебре и началам анализа для 11 класса под редакцией Никольского С.М. из серии «МГУ-школе»,  факультативный курс по математике  решение задач автор И.В. Шарыгин, В.И. Голубев, «Как научится решать задачи» Л.М. Фридман.
Цель данного курса: Вооружить учащихся системой знаний по применению производной и показать широту применения данной темы.

Задачи курса:
· познакомить учащихся с новой математической моделью – производной функции;

· показать физический и геометрический смысл производной для решения физических и геометрических задач;

· показать применение производной для исследования функции и построения ее графика; 

· научить отыскивать наибольшие и наименьшие значение непрерывной функции на промежутке, решать оптимизационные задачи;

· показать применение производных при решении уравнений и неравенств, доказательстве неравенств;

· показать несколько примеров приложения методов математического анализа для решения широкого класса экономических задач.

· Теоретический и практический материал, запланированный программой курса, способствует формированию познавательного интереса и мотивации к математике, развитию творческих способностей учащихся, развивает навыки работы с учебной и справочной литературой; является возможностью дополнительно подготовить к государственной итоговой аттестации по материалам и в форме ЕГЭ.

Требования к результатам усвоения материала курса
Учащиеся должны 

знать/понимать
· значение математической науки для решения задач, возникающих в теории и практике; широту и в то же время ограниченность применения математических методов к анализу и исследованию процессов и явлений в природе и обществе.

уметь 
· вычислить производные элементарных функций, применяя правила вычисления производных, используя справочные материалы;

· исследовать в простейших случаях функции на монотонность, находить наибольшие и наименьшие значения функций, строить графики многочленов и простейших рациональных функций с использованием аппарата математического анализа; решать задачи с применением уравнения касательной к графику функции; решать задачи на нахождение наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке;

использовать приобретенные знания и умения в практической деятельности и повседневной жизни для: 
· решения геометрических, физических, оптимизационных, экономических и других прикладных задач, задач на нахождение скорости и ускорения, в том числе задач на наибольшее и наименьшее значения с применением аппарата математического анализа.

Содержание курса
Тема 1. Введение. Цели и задачи курса. Историческая справка об открытии производной, об ученых-математиках, внесших огромный вклад в становление и развитие этого раздела математика. Функции одной переменной.

Тема 2. Понятие о пределе функции в точке. Поведение функции на бесконечности. Асимптоты. Первый замечательный предел. Второй замечательный предел. Сравнение бесконечно малых функций.

Тема 3. Непрерывность функции. Понятие о непрерывности функции. Односторонние пределы. Понятие о точках разрыва и их классификация.

Тема 4. Производная функции. Формулы производных элементарных функций. Правила дифференцирования. Производная сложной функции .Производная обратной функции. Вторая производная.

Тема 5. Физический и геометрический смысл производной. Уравнение касательной к графику. Самостоятельная работа №1.

Тема 6. Применение производной к исследованию функций и построению графиков.  Общая схема исследования функции.

Тема 7 Наибольшие и наименьшие значение функции. Алгоритмический подход к нахождению наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке. Решение текстовых, физических и геометрических задач, нахождение наибольших и наименьших значений. Задачи на оптимизацию.

Тема 8. Решение экономических задач с использованием производной.

Тема 9. Использование производных при решении уравнений и неравенств, доказательстве неравенств.

Тематическое планирование материала
	№ занятия
	Тема занятий
	Кол-во часов
	Форма занятий

	1
	Введение
	1
	Лекция

	2
	Функции одной переменной
	1
	Лекция, семинар

	3
	Непрерывность функции. 
	1
	Лекция, семинар

	4-5
	Производная функции.
	2
	Лекция, семинар

	6-7
	Физический и геометрический смысл производной. 
	2
	Семинар, практикум по решению задач

	8-9
	Применение производной к исследованию функций и построению графиков.
	2
	Семинар, групповые практические занятия

	10-12
	Наибольшее и наименьшее значение функции. Решение оптимизационных задач
	3
	Практикум по решению задач

	13-14
	Решение экономических задач с использованием производной.
	2
	практикум по решению задач 

	15
	Использование производных при решении уравнений и неравенств, доказательстве неравенств.
	1
	Семинар

	16
	Итоговое занятие 
	1
	Деловая игра


IV. Примеры оптимизационных задач
С практической точки зрения наибольший интерес представляет использование производной для нахождения наибольшего и наименьшего значения функции. С чем это связано? Это связано в первую очередь с тем. Что в процессе трудовой деятельности люди стараются наилучшим образом использовать материальные и трудовые ресурсы и при заданном объеме производства свести к минимуму (минимизировать) затраты или при заданных ресурсах обеспечить максимальный выпуск продукции. Максимизация прибыли, минимизация издержек, определение оптимальной загрузки оборудования... Другими словами, во многих сферах жизни приходится решать задачи оптимизации каких-либо параметров. А это и есть задачи на нахождение наибольшего и наименьшего значения функции. Такого рада задачи носят названия оптимизационных задач. Умение ре​шать такие задачи приобретает особую значимость в связи с решением проблемы повышения эффективности и качества во всех сферах народного хозяйства. На использовании производной основан достаточно универсальный метод решения таких задач.
Кратко остановимся на основных определениях.

Наибольшим значением функции y=f(x) на промежутке X называют такое значение [image: image1.png]maxy = £(x,)



, что для любого [image: image2.png]xeX, x#x,



справедливо неравенство [image: image3.png]


.

Наименьшим значением функции y=f(x) на промежутке X называют такое значение [image: image4.png]miny = £(x,)



, что для любого [image: image5.png]xeX, x#x,



справедливо неравенство [image: image6.png]flx)= flx,)



.

Стационарные точки – это значения аргумента, при которых производная функции обращается в ноль.

Для чего нам стационарные точки при нахождении наибольшего и наименьшего значений? Ответ на этот вопрос дает теорема Ферма. Из этой теоремы следует, что если дифференцируемая функция имеет экстремум (локальный минимум или локальный максимум) в некоторой точке, то эта точка является стационарной. Таким образом, функция часто принимает свое наибольшее (наименьшее) значение на промежутке X в одной из стационарных точек из этого промежутка.
Также часто наибольшее и наименьшее значение функция может принимать в точках, в которых не существует первая производная этой функции, а сама функция определена. 
Памятка по решению задач на оптимизацию.
1 этап. Составление математической модели. 
1. Проанализировав условия задачи, выделите оптимизируемую величину (сокращенно: О.В.), т.е. величину, о наибольшем или наименьшем значении которой идет речь. Обозначьте ее буквой у (или S, R, V - в зависимости от фабулы).
2. Одну из участвующих в задаче неизвестных величин, через которую сравнительно нетрудно выразить О. В., примите за независимую переменную (сокращенно: Н.П.) и обозначьте ее буквой х (или какой-либо другой буквой). Установите реальные границы изменения Н.П. (в соответствии с условиями задачи).
3. Исходя из условия задачи, выразите у через х. Математическая модель задачи представляет собой функцию у=f(х) с областью определения Х, которую нашли на втором шаге.
2 этап. Работа с составленной моделью.

На этом этапе для функции у=f(х), находим наибольшее и наименьшее значение функции в зависимости от того, что требуется в условии задачи. При этом используются теоретические установки, которые мы рассмотрели при определении наибольшего и наименьшего значений функции.
Для нахождения наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке     [a, b] используется следующий алгоритм:

1. найти производную функции (производная обозначается как f’(x));

2. найденную производную приравнять к нулю и решить уравнение f’(x) = 0;

3. из полученных корней уравнения выбрать те из них, которые принадлежат промежутку [a, b];

4. вычислить значения исходной функции в точках a и b, а также во всех х, которые являются значениями корней, полученных на шаге 3;

5. из всех значений функции, полученных на шаге 4, выбрать наименьшее и наибольшее. Это и будут наименьшее и наибольшее значения функции на отрезке.
3 этап. Ответ на вопрос задачи.  Здесь следует получить конкретный ответ на вопрос задачи, опираясь на результаты, полученные на этапе работы с моделью.
Задача 1. Отрезок с концами на сторонах прямого угла содержит внутри себя точку, удаленную на расстояния 1 и 8 от сторон этого угла. Найдите наименьшую длину таких отрезков.

Решение: Пусть ОА=х, ОВ=у. Связь между х и у можно получить, исходя из подобия соответствующих треугольников, а можно из равенства SOBA=SOMA+SOMB,  xy=8x+y, откуда у= 
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Нам надо найти наименьшее значение функции х2+
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 при х>1. Находим производную и приравниваем ее к нулю. Получаем 2х+ 
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 или (х-1)3=64, х=5. Понятно, что найденное значение х соответствует именно наименьшему значению исследуемой функции, если проследить смену знаков производной. Следовательно АВ=5
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Задача 2. Имеется 40 м проволочной сетки. Требуется оградить три стороны прямоугольного участка земли, примыкающего четвертой стороной к стене здания. Каковы должны быть размеры участка, чтобы его площадь была наибольшей, если длина стены здания равна 30 м.
Решение: Если обозначить через 
[image: image12.wmf]x

 м длину стороны участка, прилегающей к стене здания, то задача сведется к отысканию наибольшего значения функции 
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. Функция  достигает наибольшего значения в критической точке 
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Задача 3. Каким может быть наибольшим объем бандероли в форме рулона? Если в правилах почтовой связи указано, что бандероли в форме рулона «сумма ее длины и диаметра» не должна быть больше 104 см, а любое измерение должно находиться в пределах от 10 до 90 см.
Решение:  Так как рулон достаточно близок к форме цилиндра, то отыскиваем цилиндр наибольшего объема среди цилиндров, диаметр (d) и высота (h) которых принадлежат отрезку [10;90], h+2d≤104. Пусть х – радиус основания цилиндра. Ясно, что в случае наибольшего объема бандероль будет иметь наибольшие возможные габариты, т.е. будет выполняться соотношение  h+4х=104, h=104-4x.  В таком случае объем цилиндра V=πhx2=4π(26x2-x3), 5≤x≤45. Найдем производную: V/ =4πх(52-3х) на отрезке [5;45] она обращается в ноль в точке х0=52/3 и при переходе через неё меняет знак с плюса на минус. Это означает, что приданном значении х функция V достигает наибольшего значения на рассматриваемом отрезке, причем Vmax=32721см3.
Задача 4. Завод изготавливает и продает полупроводниковые приборы. Удельные расходы (в расчете на один прибор) зависят от объема производства и включают в себя постоянную часть в размере 1000 (руб/прибор) и переменную часть 2n (руб/прибор), где n − число приборов, изготовленных за месяц. Цена прибора, в свою очередь, зависит от объема производства по закону p(n) = 10000 − n (руб/прибор). Определить, при каком объеме производства прибыль будет максимальной? 
Решение.  Доход от продажи приборов, изготовленных в течение месяца, равен 

[image: image17.png]R{n)=np(n) = (10000 -2)



Месячные расходы при этом составляют [image: image18.png]C(n) =n(1000+2x)




Тогда прибыль определяется формулой [image: image19.png]#({1000 +2) =100002- 5 ~1000% - 24* = 90007 —31*




Исследуем функцию прибыли на экстремум. При этом будем считать, что n является действительным числом. Дифференцируя по n, получаем: 

[image: image20.png]()= (90002 -3n") = 9000~ 6n=10,



Вычислим также вторую производную: [image: image21.png]P*(n) = (9000~ 65)' =6 <0



Поскольку вторая производная всюду отрицательна, то решение n = 1500 является точкой max, то есть при производстве 1500 приборов в месяц прибыль предприятия будет max. 
Задача 5. Компания продает товар по цене 100 рублей, если объем партии не превышает 5000 единиц. При большем объеме предоставляется скидка в размере 5 рублей на каждую последующую тысячу, превышающую уровень 5000. При каком объеме заказа компания получаем наибольший доход?
Решение. Обозначим количество товара в партии через x. Если x ≤ 5000, то цена единицы товара по условию составляет 100 рублей. Если же x > 5000, то цена вычисляется по формуле [image: image22.png]x=2000 _ 100 0.005x-+25 =125-0.005%

»(x)=100-5




В первом случае, при x ≤ 5000, максимальный доход достигается при x = 5000. Он равен [image: image23.png]R =5000-100 = 500,000 (2y&)




Во втором случае, при x > 5000, доход определяется следующей функцией: 

[image: image24.png]x(125-0.005x) = 125x—-0.005%" (py6)




Находим производную: 

[image: image25.png]R'(x) = (1255-0.005¢") =125-001x




Приравнивая ее нулю, определяем критическую точку: 

[image: image26.png]R(x)=0, = 125-001x=0, ﬁx:%:lZSUU




Заметим, что вторая производная функции R(x) всегда отрицательна: 
[image: image27.png]Ry, =125.12500-0.005.12500° = 1,562,500~ 781,250 = 781,250 (zy6)




Задача 6.  Из прямоугольного листа картона со сторонами 80 см и 50 см нужно сделать коробку прямоугольной формы, вырезав по краям квадраты и загнув образовавшиеся края. Какой высоты должна быть коробка, чтобы ее объем был наибольшим. Найти этот объем. (высота-10см, объем – 18000см3)
Задача 7.  Из всех прямоугольников, площадь которых равна 16 см2, найти прямоугольник с наименьшим периметром. (прямоугольник со сторонами 4и 8)
Задача 8. Найти сторону ромба наибольшей площади, если известно, что d1+d2=10. (площадь равна 12,5; сторону находим по теореме Пифагора)
Задача 9. Открытый бак, имеющий форму прямоугольного параллелепипеда с квадратным основанием, должен вмещать 13,5 л жидкости. При каких размерах бака на его изготовление потребуется наименьшее количество металла?(3*3*1.5)
Задача 10. Из круглого бревна вырезают балку с прямоугольным сечением наибольшей площади. Найдите размеры сечения балки, если радиус сечения бревна равен 20 см (20
[image: image28.wmf]2

см)
Задача 11. Лодки находятся на расстоянии 3 км от ближайшей точки А берега. В пункте В, находящемся на расстоянии 5 км от А, пожар. Лодочник желает прийти на помощь, поэтому ему нужно попасть туда в кротчайшее время. Лодка движется со скоростью 4 км/ч, а пассажир 5 км/ч. К какому пункту берега должен причалить лодочник?  (Чтобы затратить на путь из O в B наименьшее время, надо высадиться в 4 км от A.)
Задача 12. Буровая вышка расположена в поле в 9км от ближайшей точки шоссе. С буровой надо направить курьера в пункт, расположенный по шоссе в 15 км от упомянутой точки (считая шоссе прямолинейным). Скорость курьера на велосипеде по полю 8 км/ч, а по шоссе 10 км/ч. К какой точке шоссе ему надо ехать, чтобы в кратчайшее время достичь пункта? (Курьеру надо ехать в точку, удаленную на 3 км от населенного пункта и на 12 км от шоссе, чтобы в кратчайшее время достичь населенного пункта)
V. Заключение
Изучение применений дифференциального исчисления всегда актуально, т.к. с его помощью решаются жизненные задачи в различных областях человеческой деятельности. Дополнительные занятия в форме кружка способствует формированию познавательного интереса и мотивации к математике, развитию творческих способностей учащихся, развивает навыки работы с учебной и справочной литературой; является возможностью дополнительно подготовить к государственной итоговой аттестации по материалам и в форме ЕГЭ.
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VII. Приложение. 

Историческая справка
Задачи на максимум и минимум на протяжении всей истории математики играли важную роль в развитии этой науки. За все это время накопилось большое число красивых, важных, ярких и интересных задач в геометрии, алгебре, физике и т.п. В решении этих конкретных задач принимали участие крупнейшие ученые прошлых эпох - Евклид, Архимед, Аполлоний, Герон, Тарталья, Торричелли, Иоганн и Якоб Бернулли, Ньютон и многие другие. 
          В Древней Греции уже давно (во всяком случае до VI века до н.э.) знали об экстремальных свойствах круга и шара, например: среди плоских фигур с одинаковым периметром наибольшую площадь имеет круг (решение изопериметрической экстремальной задачи); шар имеет максимальный объем среди пространственных фигур с одинаковой площадью поверхности (решение изопифанной экстремальной задачи).

          История сохранила легенду о следующей самой древней экстремальной задаче, известной как задача Дидоны. Финикийская царевна Дидона (IX век до н.э.) решила организовать поселение на берегу понравившегося ей залива в Северной Африке. Она уговорила вождя местного племени отдать ей клочок земли, который можно охватить воловьей шкурой. Воины Дидоны разрезали шкуру на тонкие полоски, и Дидона охватила ремнем, составленным из этих полосок, участок земли на берегу залива. Так возник город Карфаген. Задача Дидоны состоит в указании формы границы участка, имеющей заданную длину, при которой площадь участка максимальна. Если знать экстремальное свойство круга, то решение получается немедленно: граница участка представляет часть окружности, имеющей заданную длину. Так же известна следующая задача Евклида (IV век до н.э.): в заданный треугольник ABC вписать параллелограмм ADEF наибольшей площади.

      После гибели античной цивилизации научная жизнь в Европе стала возрождаться только в XV веке. Экстремальные задачи оказались среди тех, которыми интересовались лучшие умы того времени. Если в античные времена экстремальные задачи исследовались только геометрическими методами, и каждая задача для своего решения требовала специфического приема, то в XVII веке появились общие методы изучения экстремальных задач, которые привели к созданию дифференциального и интегрального исчислений. Первые элементы математического анализа были созданы И. Кеплером (1615 год), который так описывает появление своего открытия: "Мне как хорошему хозяину следовало запастись вином. Я купил его несколько бочонков. Через некоторое время пришел продавец - измерить вместимость бочонков, чтоб назначить цену на вино. Для этого он опускал в каждый бочонок железный прут и, не прибегая ни к какому вычислению, немедленно объявлял, сколько в бочке вина". После размышлений Кеплер открыл секрет такого простого способа измерения объема бочек. Оказалось, что бочары за долгую историю научились изготавливать бочки такой формы, при которой они имели наибольший объем при заданной длине мокрой части прута. А поскольку в окрестности максимума значения функции изменяются мало (в этом суть открытия И. Кеплера), то торговец вина почти не ошибался при объявлении объема бочки по одному измерению.

       Открытое И. Кеплером основное свойство экстремумов было, затем оформлено в виде теоремы сначала П. Ферма (для многочленов), потом И. Ньютоном и Г.В. Лейбницем для произвольных функций и носит теперь название теоремы Ферма, согласно которой в точке экстремума x0 непрерывной функции f(x) производная функции равна нулю. С тех пор исследование функций с помощью анализа бесконечно малых величин стало одним из мощнейших математических методов и привело к созданию современного математического анализа.
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